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代数是研究数、数量、关系、结构与代数方程的数学分支，也是数学中最

重要的、基础的分支之一。按照抽象程度来分，可分为初等代数学和抽象

代数学两部分。初等代数是对算数学的抽象和推广例如算数学中有

1 + 3 = 3 + 1

7 + 15 = 15 + 7

15693 + 2309 = 2309 + 15693

其在初等代数中被抽象为

a+ b = b+ a

初等代数主要研究复数域的代数性质。但是，在初等代数中没有对0、1、

+等基本概念给出严谨的定义。这部分内容通常在集合论中进行讨论，在

集合论中1 = {∅}，但1实质上是对1个苹果，1个石子...的共同抽象，这种

定义使得1过于狭隘，缺少广泛性和抽象性

抽象代数是对初等代数学的进一步抽象和推广。抽代将运算的定义进行推

广，定义出一般集合上的代数运算。但是，抽象代数在证明过程中用到了

很多复数域的代数性质，使得抽象代数仍建立在初等代数不严谨的基础上，

导致其严谨化困难

本篇研究创造性地利用无限循环群定义整数集，从而定义有理数域、实数

域、复数域，并通过关系依次定义映射、运算、代数系统等概念，即保留

了抽象代数的广泛性，又有集合论的严谨性。同时，本文还将高等代数、

分析学、数论等其他数学分支重新建立在抽象代数的基础上，为后续研究

提供了坚实的理论基础

本篇研究所用到的前置理论只有集合论，并且用到都是一般性质，这使得

本篇研究可以建立在朴素集合论、ZFC等一系列公理集合论上。
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第一章 从集合论到代数学

1.1 关系

定义 1.1.1. 设集合R ⊂ A×B则称R是A到B的一个关系。

设a ∈ A b ∈ B若(a, b) ∈ R则记为aRb

定理 1.1.2. 设R ⊂ A×B S ⊂ A×B有

R = S ⇔ (∀a ∈ A b ∈ B : aRb ⇔ aSb)

证明：

(∀a ∈ A b ∈ B : aRb ⇔ aSb) ⇔ (∀(a, b) ∈ A×B : (a, b) ∈ R ⇔ (a, b) ∈ S)

又由R ⊂ A×B S ⊂ A×B

故(∀(a, b) ∈ A×B : (a, b) ∈ R ⇔ (a, b) ∈ S) ⇔ R = S

综上R = S ⇔ (∀a ∈ A b ∈ B : aRb ⇔ aSb)

定义 1.1.3. 设R ⊂ A×B记R−1 = {(b, a) ∈ B×A : aRb} ⊂ B×A

定理 1.1.4. 设R ⊂ A×B有(R−1)−1 = R

证明:

∀a ∈ A b ∈ B :由定义1.1.3有aRb ⇔ bR−1a故a(R−1)−1b ⇔ bR−1a ⇔ aRb

由定理一有(R−1)−1 = R
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第二章 群.环.体.域.模
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第三章 数域构造

3.1 整数集

定义 3.1.1. 任一无限循环群称为整数集,记为Z
其单位元记为0,生成元记为1;设a ∈ Z,记−a为a的逆元

若代数运算× : Z2 → Z满足∀a, b, c ∈ Z :

1× a = a

(a+ b)× c = (a× c) + (b× c)

则称× : Z2 → Z是Z上的乘法

定理 3.1.2. 设整数集Z有∀a ∈ Z : a× 1 = a

证明:

显然1× 1 = 1不妨设a0 × 1 = a0有(a0 + 1)× 1 = a0 × 1 + 1× 1 = a0 + 1

(a0 + (−1))× 1 = a0 × 1 + (−1)× 1 = a01
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